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AКТУАЛЬНОСТЬ РАБОТЫ. В настоящее время 
методом самораспространяющегося высокотемпера-
турного синтеза (СВС) получают уникальные по 
свойствам материалы. Совмещение СВС и методов 
обработки давлением привело к созданию новой 
технологии изготовления изделий с особыми свой-
ствами – баротермии [1]. 
Основой новой технологии является компактиро-

вание порошковой смеси для синтеза по различным 
схемам прессования. При проектировании прессо-
вых установок и разработке режимов прессования 
порошковых смесей требуется оценивать техноло-
гические усилия, определять формоизменение и уп-
лотнение по объёму изделия. Наиболее универсаль-
ным методом расчета напряженно-
деформированного состояния является метод ко-
нечных элементов (МКЭ). Известны примеры ис-
следования обработки давлением порошковых мате-
риалов МКЭ. Использованному в ряде работ [2, 3] 
методу инкрементальных приращений нагрузок или 
перемещений свойственно значительное машинное 
время. Более эффективно решение этой задачи в 
скоростях [2], однако в этой работе учитываются 
только кинематические граничные условия. 

Целью работы является разработка математиче-
ской модели процесса прессования в условиях пло-
ской или осесимметричной деформации порошко-
вых материалов на основе метода конечных элемен-
тов и теории пластичности пористых тел. 
МАТЕРИАЛ И РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВА-

НИЙ. В предлагаемой методике на основе МКЭ и 
теории пластичности пористых тел разработана не-
стационарная математическая модель процессов 
прессования в условиях плоской или осесимметрич-
ной деформации порошковых материалов. Модель 
учитывает любой тип граничных условий на внеш-
ней границе. Материал предполагается объёмно-
сжимаемым, изотропным, обладающим скоростным 
и деформационным упрочнением без учета упругих 
деформаций. Пластическое состояние такого мате-
риала описывается условием пластичности эллипсо-
идного типа. Как показали эксперименты [2], такая 
реологическая модель удовлетворительно описыва-
ет поведение порошков, подвергающихся действию 
сжимающих нагрузок. 
При указанных предположениях в области тече-

ния Ω  выполняется система уравнений, включаю-
щая уравнения равновесия (1), кинематические со-
отношения (2), уравнения связи между скоростями 
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деформации и напряжениями (3), уравнение нераз-
рывности (4): 
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где ikσ , ikξ  – тензоры напряжений и скоростей 

деформации; iv  – вектор скорости; ii,0 ξξ =  – ско-

рость объёмных изменений; sτ  – сопротивление  

деформации  материала  основы; H  – интенсив-
ность скоростей деформации; ρ  – относительная 

плотность; 1f  и 2f  – функции от относительной 
плотности ρ , входящие в условие пластичности 
эллипсоидного типа, связанные уравнением 
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где T  – интенсивность касательных напряжений; 

0σ  – среднее напряжение. 
Замыкает систему уравнений (1) – (4) реологиче-

ское уравнение 
( )Λ= ,Hss ττ .                       (6) 

Функции 1f , 2f  и sτ  характеризуют свойства 
конкретного порошкового материала и определяют-
ся экспериментально. 
В зависимости от условий на внешней границе 

граничные условия могут быть заданы в скоростях 
на участках прилипания 

0
ii vv = ,                               (7) 

в напряжениях на свободной поверхности 

ikik Pn =⋅σ                          (8) 
и могут быть смешанные граничные условия на уча-
стках проскальзывания материала относительно ин-
струмента 0=⋅ ii nv . 

τσ =⋅⋅ ikik tn ,                         (9) 

где in  и it  – компоненты нормального и касатель-
ного к поверхности вектора соответственно; τ  – 
задаваемые касательные напряжения. 
Для решения системы уравнений (1) – (4) при за-

данных граничных условиях (7) – (9) область реше-
ния разбивается на четырехугольные квадратичные 
элементы с десятью узлами. Для каждого элемента 
вводятся векторы-столбцы узловых неизвестных: 

{ }1V , { }2V  и { }0ξ . 
Компоненты скорости и скорость объёмных изме-

нений в пределах элемента аппроксимировались при 
помощи соотношений: 

[ ]{ }11 VNv = , [ ]{ }22 VNv = , [ ]{ }00 ξξ H= ,   (10) 

где HN ,  – два семейства линейно-независимых 
функций формы элемента: N  – квадратичная 
функция, заданная на девяти узлах; H  – линейная 
функция формы, заданная на четырех угловых точ-
ках. 
Разный порядок аппроксимации неизвестных по-

зволяет добиться устойчивости работы алгоритма. 
Применяя к уравнению (1) метод Галеркина и рас-

сматривая в качестве координатных функций функ-
ции формы элемента, получим: 
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Из уравнения (11) по теореме Остроградского-
Гаусса с учетом выражений (2) и (3) после преобра-
зований получим: 
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условный коэффициент вязкости. 
Из уравнения (4) по аналогии получим: 
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Отметим, что нестационарность процесса учиты-
вается методом поэтапного нагружения. На каждом 
этапе решается система уравнений (12) – (13) отно-
сительно узловых переменных, а время учитывается 
при вычислении новых координат узлов и степени 
объемных изменений ε , исходя из предыдущего 
шага: 
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где mρ , 1+mρ  – плотность соответственно на на-
чальном и конечном этапах шага по времени; m  – 
номер шага; t∆  – шаг по времени. 
Подставляя в уравнения (12) и (13) компоненты 

скорости и скорость объёмных изменений из выра-
жения (10) и заменяя интеграл по области суммой 
интегралов по элементам, получим систему уравне-
ний: 

[ ]{ } { }FФK = ,                          (15) 
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где [ ]K  – матрица жесткости системы; 
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Ф  – вектор глобальных неизвестных; 

{ }F  – вектор правых частей. 
Система уравнений (15) нелинейная вследствие 

нелинейности определяющих соотношений (3), по-
этому она решается методом итераций. Кинематиче-
ские величины текущего шага вычисляются на ос-
нове предыдущего шага. 
Рассмотренный алгоритм был реализован в пакете 

MathCAD 11, который позволил работать с ком-
плексом программ в диалоговом режиме. Работо-
способность предлагаемого алгоритма проверена на 
процессах осадки цилиндрического образца между 
плоскими плитами и прошивке цилиндрической 
заготовки. Выбор этих процессов определялся их 
наглядностью и возможностью сравнения с данны-
ми других авторов. 
В работе рассчитывалась осадка пористых образ-

цов из медного порошка с исходной относительной 
плотностью 81% и отношением высоты к диаметру 

1/ =dh . На рис. 1 приведена четвертая часть ме-
ридионального сечения заготовки, разбитая на 15 
прямоугольных элементов. 

 
Рисунок 1 – Конечно-элементная сетка  

в меридиональном сечении для расчета садки 
 цилиндрических заготовок: • – узлы разбиения 

Вычисления производились с учетом прилипания 
и проскальзывания металла относительно инстру-
мента в контакте. 
На рис. 2 показано распределение плотности в ме-

ридиональном сечении после осадки пористых мед-
ных образцов. 
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                                 а)                    б) 
Рисунок 2 – Сравнение рассчитанного распределе-
ния плотности образца а) после осадки на 20% с 
предыдущими данными б) [4] (исходная относи-
тельная плотность 81%, материал основы – медь) 

 
На рис. 3 приведены результаты расчета напряже-

ний после осадки на 40 % в сравнении с данными 
той же работы. 
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                        а)                            б) 
Рисунок 3 – Сравнение рассчитанных напряжений: 

 а) после осадки образца на 40% с предыдущими 
данными; 

б) [4] (исходная относительная плотность 81%,  
материал основы – медь) 
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Рисунок 4 – Распределение плотности (а) и показатели напряженного состояния (б) на промежуточном этапе 

разрезки-вырубки 
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Приведенные на рис. 2 и 3 результаты показывают 
хорошее совпадение с известным решением [5], а 
также с экспериментальными данными. 
В соответствии с разработанной методикой был 

произведен расчет прошивки пуансоном цилиндри-
ческой заготовки диаметром d  для того же мате-
риала. Отношение исходной высоты заготовки к 
диаметру 7400 =dh , а 730 =dd . Расчетные 
данные также показывают соответствие экспери-
ментальным данным. 
Приведем пример использования разработанного 

комплекса программ при решении технологической 
задачи. Для изготовления режущих пластин из без-
фольфрамовых твердых сплавов спроектирована 
многоместная пресс-форма для резки-вырубки по-
рошковой заготовки. Пористость заготовки может 
достигать 40%. В процессе разрезки-вырубки про-
исходит разделение заготовки из пластины с одно-
временным уплотнением материала. 
На рис. 4 приведено распределение плотности – а) 

и коэффициента напряженного состояния б) на про-
межуточном этапе разрезки с подвижными пуансо-
нами (схема I) и в случае неподвижного подпираю-
щего пуансона (схема II). Отношение ширины пла-
стины к высоте составляет 2,6. Исходная относи-
тельная плотность 0,7, пуансон внедрен в заготовку 
на 30% (схема I) и на 27% (схема II) от её высоты. 
Для получения качественных пластин более благо-
приятна схема II движения пуансонов, т.к. быстрее 
достигается уплотнение от начального состояния, а 
также сокращаются зоны растягивающих напряже-
ний (на схеме эти зоны заштрихованы). 
ВЫВОДЫ. В результате проведенных теоретиче-

ских исследований разработана математическая мо-
дель процесса прессования в условиях плоской или 
осесимметричной деформации порошковых мате-
риалов на основе метода конечных элементов и тео-
рии пластичности пористых тел, которая позволяет 
установить связь между напряжением и деформаци-
ей уплотняемой среды. Предложенная методика 
была использована для определения теоретических 
значений плотности и напряжений при осадке об-
разца с основой из медного порошка. 
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