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ДОСЛІДЖЕННЯ НАПРУЖЕНОГО СТАНУ ГНУЧКОЇ КРУГЛОЇ ПЛАСТИНКИ 
В РАМКАХ МОДЕЛІ КАРМАНА 
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Інститут прикладних проблем механіки і математики ім. Я.С. Підстригача НАН України 
вул. Наукова, 3-Б, 79060, м. Львів, Україна. E-mail:chekurin@iapmm.lviv.ua 
      В рамках нелінійної моделі Кармана проаналізовано напружено-деформований стан круглої пластинки під 
дією осесиметричного згинання. Отримані результати можуть бути використані для інтерпретації даних статис-
тичних випробувань тривалої міцності крихких матеріалів. 
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The stressed-strained state of circular plate under axisymmetric bending is analyzed within the nonlinear Karman mod-
el. The results obtained can be applied for interpretation of the statistical data of the brittle material durability tests. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ ГИБКОЙ КРУГЛОЙ ПЛАСТИНКИ  
В РАМКАХ МОДЕЛИ КАРМАНА 
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ул. Научная 3-Б, 79060, г. Львов, Украина, E-mail:chekurin@iapmm.lviv.ua 
      В рамках нелинейной модели Кармана проанализировано напряженно-деформированное состояние круглой 
пластинки под. действием осесимметричного изгиба. Полученные результаты могут быть использованы для 
интерпретации данных статистических испытаний длительной прочности хрупких материалов.  
       Ключевые слова: тонкие пластины, осесимметричный изгиб, нелинейные  модели.  
 

АКТУАЛЬНІСТЬ РОБОТИ. При дослідженні 
тривалої міцності скла [1] виникає задача вісесимет-
ричного згину круглої пластинки 1 за допомогою 
циліндрично-призматичних опори 2 та пуансона 3 
(рис. 1). Діаметр пластинки a  є більшим за діаметр 
опори 

1
r . Подібна задача досліджена в рамках лі-

нійної моделі малих прогинів у роботі [2].  
У випадку гнучких пластинок (за малих значень 

циліндричної жорсткості) та великих навантажень 
умова малості прогинів w  порівняно із товщиною 
h  пластинки може порушуватися. При цьому мем-
бранні напруження можуть істотно впливати на на-
пружено-деформований стан. Для цих випадків за-
стосовують відому модель Кармана [3].  

 
 

Рисунок 1 – Схема навантаження пластинки 
 

У зв’язку з цим метою роботи є дослідження на-
пруженого стану гнучкої круглої пластини в рамках 
моделі Кармана.  

МАТЕРІАЛ І РЕЗУЛЬТАТИ ДОСЛІДЖЕНЬ. У 
випадку осьової симетрії задача згину пластинки 

(рис.1) зводиться розв’язку до нелінійної системи 
диференціальних рівнянь:  
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2

2
2

E dw d w
r dr dr

∆ Φ = − . (2) 

Тут ( )w w r=  – прогин пластинки, ( )rΦ = Φ – фун-
кція напружень, r  – радіальна координата на сере-
динній поверхні пластинки, ( )( )3 2/ 12 1D Eh= −ν  – 

циліндрична жорсткість, E – модуль Юнга, ν  – ко-
ефіцієнт Пуассона, P  – навантаження.  
Схемі навантаження рис. 1 відповідають наступні 
крайові умови: 
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2
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 0 0 , 0r r a
d d
dr dr= =

Φ Φ
= = , (3b) 

Колові ( ),r zϕσ  та радіальні ( ),r r zσ  напруження 
визначаються через ключові функції w  та Φ  за 
формулами:  
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 ( )
2 2

2 3 2

12 1, d D dw d wr z z
r drdr h dr

 Φ
= − + 

 
ϕσ ν ,  
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2

3 2

1 12,r
d D d w dwr z z

r dr r drh dr
 Φ

= − + 
 

ν
σ  (4) 

Шукатимемо наближений розв’язок задачі (1) – (3) у 
вигляді [3]: 

 ( ) ( )
( )0

fw r
w r

w
=

%

%
, (5) 

де f – максимальний прогин пластинки, ( )w r%  –
розв’язок лінійної задачі для рівняння:  

 ( ) ( ) ( )2
1 2

4 4w r r r r r
r r

∆ = − − + −% δ δ , (6) 

за крайових умов:  

 
0 0 1

2

2

0, , 0,

0,

r r r r

r a

dw w w
dr

d w dw
r drdr

= = =

=

= ≠ ∞ =

 
+ = 

 

%
% %

% %ν
. (7) 

Таким чином нелінійну вихідну задачу (1) – (3) 
звели до розв’язування лінійної задачі (6), (7) та ви-
значення параметра f . 

Рівняння (6) відповідає теорії пластинок малого 
прогину, в якій нехтують деформацією серединної 
поверхні та мембранними напруженнями, поклада-
ючи ( ) 0rΦ = . 
Розв’язок задачі (6), (7) має вигляд: 
      для 2r r≤  
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     для 2 1r r r< ≤  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 22
2 2 2 1ln

r
w r w r r r r r w r

r
 = = − + − + 
 

% , (8) 

     для 1r r a< ≤  
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Підставляючи подання (5) з урахуванням формули 
(8) та інтегруючи рівняння (2), отримуємо:  
      для 2r r≤  
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для  2 1r r r< ≤  (9) 
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Сталі інтегрування у формулі (9) знайдено з умови 
неперервності радіальних зміщень 
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Для знаходження невідомого прогину f  використа-
ємо варіаційне формулювання задачі, що базується 
на принципі можливих переміщень [3]: 
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Врахувавши, що ( ) ( )w r w r f= %δ δ  ( 0f ≠δ ) з умови 
мінімуму функціоналу (10), отримуємо наступне 
рівняння стосовно параметра f :  
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Легко переконатися, що параметр  
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є додатнім, тому рівняння (11) має лише один дійс-
ний корінь:  
 1 1 2f R R= +  (14) 
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        На рис. 2 зображено залежність відносного про-

гину 
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=%  від відносної жорсткості 
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 при 610P −=  та 1 0,11r =  м. (тут 

 ( ) ( )0 0 /(8 )w Pw D= % π  – максимальний прогин плас-
тинки, знайдений за формулою (7)). Криві 1 та 2 
отримано при 0,14a = м. для випадків 2 0,026r = м 
та 2 0,055r = м відповідно. 
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      Рисунок 2 – Залежність відносного прогину f%   
                       від  відносної жорсткості d  
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     На рис. 3 для 30d =  зображено графіки віднос-
них радіальних /r r E=%σ σ  і колових / E=%ϕ ϕσ σ  
напружень, на нижній поверхні пластинки 
( 2 0,055r = м, 0,14a = м). Крива 1 відповідає радіа-
льному напруженню r%σ , крива 2 – коловому напру-
женню %ϕσ , які розраховані за формулою (4), крива 3 
– напруженню r%σ , крива 4 –напруженню %ϕσ , які 
розраховані за теорією пластин малого прогину (6).  
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Рисунок 3 – Графік зміни відносних радіальних 
(криві 1, 3) та колових (криві 2, 4) напружень  
на нижній поверхні пластинки, розрахованих  

за нелінійною (криві 1, 2) та лінійною (криві 3, 4) 
моделями 

 
      ВИСНОВКИ. Як видно з рис. 2, величина відно-
сного прогину f%  з ростом d  прямує до 1 і різниця 
між прогинами порахованими за теорією Кармана та 
порахованими за теорією пластинок малого прогину 
стає меншою за 5 % при 100d ≈ .  
      Отримані результати будуть використані для 
інтерпретації даних вимірювання статистичних па-

раметрів тривалої міцності крихких матеріалів [1] за 
статичних навантажень з використанням ціліндрич-
но-призматичних пуансона та опори. 
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