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Составлены математические модели взаимодействия бетонной смеси с днищем вибрационной формы при 

вертикальных и горизонтальных колебаниях, а также с вертикальными стенками вибрационной формы при го-

ризонтально направленных колебаниях. Уплотняемая среда представлена в виде сплошной среды с распреде-

ленными параметрами.  В результате решений уравнений колебаний уплотняемой среды в частных производ-

ных, удовлетворяющего заданным граничным условиям при разнонаправленных колебаниях, определена зако-

номерность деформирования уплотняемой среды в зависимости от нарастающей во времени плотности фор-

муемой смеси, её физико-механических характеристик, толщины уплотняемого слоя, массы вибрационной 

формы, частоты и амплитуды возмущающей силы. Определены приведенные массы  и коэффициент сопротив-

ления бетонной смеси при разнонаправленных колебаниях, действующих на днище и вертикальные стенки 

вибрационной формы.  Определены амплитуды колебаний вибрационной формы и напряжения, возникающие в 

уплотняемой среде. 
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Складено математичні моделі взаємодії бетонної суміші з днищем вібраційної форми при вертикальних і го-

ризонтальних коливаннях, а також з вертикальними стінками вібраційної форми при горизонтально направле-

них коливаннях. Ущільнюване середовище представлено у вигляді суцільного середовища з розподіленими 

параметрами. В результаті рішень рівнянь коливань ущільнюваного середовища в частинних  похідних, що за-

довольняють заданим граничним умовам при різноспрямованих коливаннях, визначена закономірність дефор-

мування ущільнюваного середовища залежно від наростаючої у часі щільності формуемой суміші, її фізико-

механічних характеристик, товщини ущільнюваного шару, маси вібраційної форми, частоти і амплітуди виму-

шеної сили. Визначено наведені маси і коефіцієнт опору бетонної суміші при різноспрямованих коливаннях, що 

діють на днище і вертикальні стінки вібраційної форми. Визначено амплітуди коливань вібраційної форми і 

напруги, що виникають в ущільнюваному середовищі. 
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АКТУАЛЬНОСТЬ РАБОТЫ. На характер коле-

баний вибрационной формы и эффективность обра-

ботки цементобетонных смесей большое влияние 

оказывают физико-механические характеристики 

обрабатываемой среды [1, 2, 3]. В практике создания 

вибрационных машин их движение и определение 

основных параметров производят при рассмотрении 

только вертикальных [4, 5, 6] либо горизонтальных 

[7, 8, 9] колебаний.  При этом не учитывается виб-

рационное воздействие на бетонную среду, осуще-

ствляемое в другой плоскости. Правильный учет сил 

сопротивления цементобетонной смеси во многом 

определяет точность установления закона колебаний 

вибрационной формы, выбора её  рациональных 

параметров и технологических параметров вибраци-

онного воздействия на обрабатываемую среду.  Эти  

силы  сопротивления возникают  при вертикальных, 

горизонтальных и крутильных (угловых) колебани-

ях вибрационной формы, осуществляемые одновре-

менно, и имеют при этом различные значения. По-

этому для обоснования рациональных параметров 

вибрационной формы необходимо точно определить 

закономерность деформирования формируемой сре-

ды в вертикальном и горизонтальном направлениях, 

а также деформирование бетонной среды боковыми 

стенками формы.  

Цель работы – исследование взаимодействия бе-

тонной смеси с днищем и вертикальными стенками 

вибрационной формы при разнонаправленных коле-

баниях.   

МАТЕРИАЛ И РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВА-

НИЙ. Для определения характера взаимодействия 

вибрационной формы с обрабатываемой цементобе-

тонной средой в вертикальном  направлении иссле-

дуем динамическую систему «вибрационная форма - 

цементобетонная среда» (рис. 1). Здесь вибрацион-

ная форма конструктивно выполнена с плоским 

днищем, а обрабатываемая среда представлена в 

виде системы с распределенными параметрами. 

Вибрационная форма установлена на основании при 

помощи упругих амортизаторах и на неё действует 

возмущение в виде вертикально направленной гар-

монической силы tQ sin . 

Зависимость между напряжением и деформацией 

обрабатываемой цементобетонной среды может 

быть в первом приближении описана известным 

уравнением  
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где u  и z   –  эйлерова и лагранжева координаты; 

E  – динамический модуль упругой деформации 

обрабатываемой цементобетонной смеси. 

Дифференциальное уравнение  движения  уплот-

няемой смеси в направлении координаты  z  за вре-

мя  t  будет иметь вид [10] 
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Рисунок 1 – Расчетная схема динамической системы 

«вибрационная форма - цементобетонная среда»  

при вертикально направленных колебаниях 

 

Решение волнового уравнения колебаний (3) бу-

дем отыскивать при следующих граничных услови-

ях 
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где m   –  масса вибрационной формы;  1с  – коэф-

фициент жесткости упругих амортизаторов в верти-

кальном направлении; Q  – амплитуда возмущаю-

щей силы;   –  угловая частота вынужденных коле-

баний; F  –  площадь днища вибрационной формы с 

бетонной смесью; H  – высота обрабатываемого 

слоя смеси. 

Для решения уравнения (3) представим функцию 

),( tzu   в  виде  [2] 

  tzutzu  sin)(),( .                   (6) 

 

Подставляя выражение (6)  в уравнение (3) полу-

чим уравнение  
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где k  -  волновое число,  
a

k


 ; a  -  фазовая ско-

рость распространения возмущения в обрабатывае-

мом слое;   
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Поставляя решение уравнения (7) в выражение 

(6), получим зависимость для определения функции 

),( tzu , т.е. 

tkzBkzAtzu  sin)cossin(),( .           (9) 

 

Здесь A  и B  - постоянные интегрирования, оп-

ределяемые из граничных условий (4) и (5). 

Подставляя последовательно выражение (9) в 

граничные условия (5) и (4), найдем постоянные 

интегрирования A  и B  
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Подставляя выражения (10) и (11) в зависимость 

(9), найдем искомое решение уравнения (3), в сле-

дующем виде 
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Из анализа полученного решения (12) уравнения 

(3) следует, что выражение 2)( 


tgkH
k

F
 представ-

ляет собой не что иное, как величину силы инерции 

цементобетонной смеси в вертикальном направле-

нии. Отсюда следует, что приведенная масса цемен-

тобетонной  смеси в вертикальном направлении 

1npm  может быть  определена из следующего выра-

жения 

tgkH
k

F
mnp
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Величина удельной приведенной  массы  цемен-

тобетонной смеси в вертикальном направлении оп-

ределится из выражения (13) 
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Значения 1npm   существенно зависят от динами-

ческого модуля упругой деформации E  обрабаты-

ваемой цементобетонной смеси, ее плотности  , 

фазовой скорости распространения возмущения в  

уплотняемом слое a , угловой частоты колеба-

ний  ,  толщины обрабатываемого слоя H , и пло-

щади  опорной поверхности днища формы F .  

Цементобетонная смесь при сдвиговых дефор-

мациях, так же как и при нормальных деформациях,  

обладает инерционными свойствами. Однако при 

действии  сдвиговых деформаций в бетонной смеси, 

возникающих в результате крутильных колебаний 

вибрационной формы, определение характеристик 

взаимодействия вибрационной формы с  бетонной 

смесью при помощи волновой теории колебаний 

представляет собой довольно сложную задачу. По-

этому  для  определения  сил сопротивления цемен-

тобетонной смеси  при сдвиговых деформациях вос-
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пользуемся косвенными методами. На рис. 2 пред-

ставлена расчетная схема динамической системы 

«вибрационная форма - цементобетонная смесь», в 

которой выполненная с плоским днищем вибраци-

онная форма установлена на основании на упругих 

амортизаторах и на неё действует возмущение в ви-

де горизонтально направленной гармонической си-

лы tQ sin .  

 
 

Рисунок 2 – Расчетная схема динамической системы  

«вибрационная форма - цементобетонная среда» 

при горизонтально направленных колебаниях 

 

При колебаниях вибролотка, на него со стороны 

цементобетонного слоя будет  действовать сила ку-

лонова трения 

    gfFHgfmR b  ,                     (15) 

где bm  - масса обрабатываемого слоя смеси. 

На основании выражения (15), движение вибра-

ционной формы в горизонтальном направлении мо-

жет быть описано следующим нелинейным уравне-

нием: 

tQtfyc
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где   y  – перемещения вибрационной формы  в го-

ризонтальном направлении; 2c – коэффициент же-

сткости упругих амортизаторов в горизонтальном 

направлении; )(tf  – нелинейная функция: 

 Rtf )( .                          (17)    

Можно предположить, что вибрационная форма 

под действием гармонической силы tQ sin  будет 

совершать периодические колебания с частотой  . 

Тогда при стационарных колебаниях вибрационной 

формы нелинейную функцию )(tf  с достаточной 

степенью точности можно представить в виде ряда 

Фурье [10]: 
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Подставляя функцию (18) в уравнение (16) и ог-

раничиваясь тремя членами разложения ряда,  полу-

чим следующее уравнение колебаний:  
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Решение уравнения (19) для стационарных коле-

баний будет иметь следующий вид: 
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где A , 1A , 2A , 3A  – амплитуды колебаний на соот-

ветствующей гармонике; 
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Анализ полученных выражений (20–24) показы-

вает, что в динамической системе «вибрационная 

форма – цементобетонная смесь» обрабатываемая 

среда при горизонтально направленных колебаниях 

играет роль отрицательного возмущающего сопро-

тивления.   

Используя метод линеаризации силы кулонового 

трения [2], приведем уравнение (16) к следующему 

виду 
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где  eb  – эквивалентный коэффициент вязкого тре-

ния бетонной смеси в горизонтальном направлении;  
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eA  - амплитуда колебаний вибрационной формы с 

учетом действия эквивалентного трения бетонной 

смеси. 

При этом решение уравнения (25) для стацио-

нарных колебаний будет иметь следующий вид 

 

)sin()( ee tAty  ,                      (27) 

где e  – угол сдвига фаз между перемещением и 

амплитудой возмущающих сил; 

;
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Подставляя зависимость (26) в выражение (28), 

найдем окончательно амплитуду колебаний вибро-

лотка с учетом значений эквивалентного коэффици-

ента вязкого трения бетонной смеси eb , т.е. 
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Анализ полученных выражений (20) и (27) и 

сравнение их с экспериментальными данными пока-

зывают, что описание закона движения динамиче-

ской системы с кулоновым трением можно доста-
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точно точно произвести с помощью выражения (20), 

а с помощью выражения (27) можно достаточно 

точно определить только амплитуду колебаний.  

Таким образом, найденные коэффициенты со-

противления при сдвиговых деформациях и приве-

денная масса  1npm  цементобетонной смеси при 

нормальных возмущениях, позволяют достаточно 

точно учесть влияние физико-механических  харак-

теристик цементобетонной смеси на поведение виб-

рационной формы и значительно упростить его рас-

четную схему при действии крутильных колебаний. 

Для определения характера взаимодействия про-

тивоположными вертикальными стенками вибраци-

онной формы, а с обрабатываемой цементобетонной 

средой при действии нормальных горизонтально 

направленных колебаний исследуем динамическую 

систему «вибрационная форма - цементобетонная 

среда» (рис. 3). Здесь вибрационная форма конст-

руктивно выполнена с плоским днищем, а обраба-

тываемая среда представлена в виде системы с рас-

пределенными параметрами.  Вибрационная форма 

смонтирована на основании с помощью упругих 

амортизаторов и на неё действует возмущение в 

виде горизонтально направленной гармонической 

силы tQ sin .  

 
Рисунок 3 – Расчетная схема для исследования 

взаимодействия вертикальных стенок вибрационной 

формы с цементобетонной смесью  

при горизонтально направленных колебаниях 

 

При изучении взаимодействия цементобетонной 

смеси с вертикальными стенками вибрационной 

формы условно не будем учитывать действие сил 

трения бетонной смеси о днище вибрационной фор-

мы. Тогда дифференциальное уравнение движения 

уплотняемой смеси в направлении координаты y  за 

время t  будет иметь вид [10]: 
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Решение волнового уравнения колебаний  (31)  

будем  отыскивать при следующих граничных усло-

виях: 
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Здесь 1F  – площадь поверхности одной верти-

кальной стенки, контактирующей с цементобетон-

ной смесью; 0a  – расстояние между вертикальными 

стенками (ширина обрабатываемого слоя). 

Остальные обозначения приведены выше. 

Для решения уравнения (31) представим  функ-

цию ),( tyu   в  виде  [2] 

 tyutyu  sin)(),( .                     (34) 

Подставляя выражение (34)  в уравнение (31) по-

лучим уравнение  

0)(
)( 2
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Поставляя решение уравнения (35) в выражение 

(34), получим  зависимость для определения функ-

ции ),( tyu , т.е. 

tkyBkyAtyu  sin)cossin(),( .     (36) 

Здесь A  и B  - постоянные интегрирования, оп-

ределяемые из граничных условий (32) и (33); 

Подставляя последовательно выражение (36) в 

граничные условия (32) и (33), найдем постоянные 

интегрирования A  и B : 
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Подставляя выражения (37)  и (38) в зависимость 

(36), найдем искомое решение уравнения (31) в сле-

дующем виде: 
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Из анализа полученного решения (39) уравнения 

(31) следует,  что выражение  2

0
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представляет собой не что иное, как величину силы 

инерции цементобетонной смеси, взаимодействую-

щей с вертикальными стенками вибрационной фор-

мы при горизонтально направленных колебаниях.  

Отсюда следует, что цементобетонную  смесь, взаи-

модействующую с вертикальными стенками вибра-

ционной формы при горизонтально направленных 

колебаниях, можно представить в  виде приведен-

ной массы 2npm , т.е.  
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 .                  (40)  

В рассматриваемой динамической системе при 

горизонтально направленных колебаниях также бу-

дут действовать силы трения бетонного столба о 

днище вибрационной формы, которые можно учесть 

с помощью эквивалентного коэффициента сопро-

тивления eb  бетонной смеси (26). Тогда с учетом 
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выражений (27), (29) и (30) зависимость (27) преоб-

разуется к следующему виду: 
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Величина удельной приведенной  массы  цемен-

тобетонной смеси в вертикальном направлении оп-

ределится из выражения (40) 
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Значения  2npm  существенно зависят от динами-

ческого модуля упругой деформации E  обрабаты-

ваемой цементобетонной смеси, ее плотности  , 

фазовой скорости распространения возмущения в  

уплотняемом слое a , угловой частоты колеба-

ний  , ширины обрабатываемого слоя  
0a , и пло-

щади поверхности одной из вертикальных стенок  

1F . 

ВЫВОДЫ. На основании теории колебаний ме-

ханики сплошной среды изучен процесс распро-

странения волн деформации в уплотняемой среде, 

представленной в виде системы с распределенными 

параметрами, и определен закон деформирования 

уплотняемой среды при разнонаправленных колеба-

ниях, действующих на днище вибрационной формы 

в вертикальном и горизонтальном направлениях, а 

также на вертикальные стенки вибрационной формы 

при горизонтально направленных колебаниях.  воз-

действии на неё горизонтально направленными ко-

лебаниями со стороны вертикальных, близко распо-

ложенных друг к другу стенок вибрационной фор-

мы. Получены теоретические выражения, позво-

ляющие достаточно точно описать поведение реаль-

ной динамической системы «Вибрационная форма – 

уплотняемая среда» при формовании бетонных из-

делий из бетонных смесей путем приложения раз-

нонаправленных колебаний.   

Они позволяют произвести компьютерное моде-

лирование законов движения и форм колебаний уп-

лотняемых слоев бетонной смеси, проанализировать 

их с точки зрения эффективного воздействия на об-

рабатываемую среду разнонаправленными колеба-

ниями, обосновать  вид и форму вибрационного 

воздействия, а также обосновать рациональные па-

раметры вибрационного оборудования.  
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STUDY OF THE INTERACTION BETWEEN VIBRATING FORM AND CONCRETE MIXTURE  

WITH DIFFERENTLY DIRECTED OSCILLATIONS 

A. Maslov, L. Akhmetova, A. Elisarov   

Kremenchuk Mykhailo Ostrohradskyi National University 

vul. Pershotravneva, 20, Kremenchuk, 39600, Ukraine. E-mail: kmto@mail.ru 

Purpose. To study the interaction of concrete mix with bottom and vertical walls vibrating shapes with differently 

directed oscillations. The correct account of the forces of resistance of cement concrete mix largely determines the ac-

curacy of the establishment of the law of vibrations of the vibration forms, the choice of her rational parameters and 

technological parameters of vibration exposure on the treated environment. These resistance forces arise in the vertical, 

horizontal and torsional (angular) vibrations vibrating forms performed simultaneously, and have different values. 

Therefore, for justification of rational parameters of vibrating the forms necessary to accurately determine the pattern of 

deformation generated environment in vertical and horizontal directions, and the deformation of the concrete environ-

ment of the side walls of the mold. Methodology.  Mathematical model of interaction of concrete mix with bottom vi-
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brating the forms with vertical and horizontal vibrations, vertical wall of the vibration shape at the horizontally directed 

oscillations. Here the sealing environment is presented in the form of continua with distributed parameters. As a result 

of solutions to the equations of oscillations of the sealing medium equations, satisfying the given boundary conditions 

with differently directed oscillations, determined the pattern of deformation of the sealing medium depending on the 

rise time of the density of the moldable mixture, its physical-mechanical characteristics, the thickness of the sealing 

layer of the vibrating mass shape, frequency and amplitude of disturbing force. Results. On the basis of oscillation theo-

ry to continuum mechanics, studied the process of propagation of waves of deformation in the sealing environment, 

presented in the form of systems with distributed parameters, and defined the law of deformation of the sealing medium 

with multidirectional vibrations acting on the bottom of the vibrating shape in the vertical and horizontal directions and 

the vertical wall of the vibration shape at the horizontally directed oscillations. subjected to horizontally directed vibra-

tions from the vertical, closely spaced to each other walls of the vibration shape. The theoretical expression that allows 

to accurately describe the behavior of a real dynamical system "form of Vibratory – compacted environment" in the 

molding of concrete products from ready mix concrete by the application of multidirectional vibrations. Originality. 

The obtained theoretical expressions allow computer simulation of the laws of motion and mode shapes of the sealing 

layers of the concrete mix, to analyze them from the point of view of effective influence on the processed medium mul-

tidirectional vibrations, to justify the shape and form of vibration exposure, and to substantiate the rational parameters 

of vibrating equipment. Practical value.  The proposed method of determining the laws of motion and basic parameters 

of vibration forms for compaction of concrete mixtures will be widely used in the design of new vibrating machines for 

compacting concrete mixes. References 10, tables 0, figures 3. 

Key words: form vibration, oscillation, interaction, the sealing environment. 
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